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Abstrak –  Telah dirancang metoda kendali optimal konsumsi energi pada sistem mobil listrik untuk model 

sistem linier dengan menggunakan metoda calculus of variations. Sebuah representasi konseptual sistem 

nyata dari mobil listrik digambarkan dalam bentuk model dan persamaan matematik. Model sistem mobil 

listrik terdiri dari dinamika kendaraan dan dinamika motor listrik. Berdasarkan model sistem tersebut 

dapat dirumuskan tiga alternative indeks kinerja dan metoda hokum kendali. Sebagai salah satu contoh 

kasus, dipilih persamaan indeks kinerja alternative 1 untuk mendapatkan alternative metode kendali 

optimal. Hasil akhir yang diinginkan didasarkan pada suatu solusi konsumsi energi minimum dengan 

memilih vector kendali yang masih memenuhi constraint dan masih menjamin kestabilan sistem. 

  
Kata Kunci: active safety, vehicle dynamics control, bicycle model, vehicle stability  

 
 
 

1. Pendahuluan 

Mobil listrik merupakan kendaraan menggunakan energi listrik sebagai sumber tenaganya. 

Mobil listrik dikenal dengan kendaraan ramah lingkungan dan tidak memproduksi emisi gas 

buang, namun mobil listrik memiliki keterbatasan energi yang tersimpan dalam baterai [1]. 

Dengan asumsi penggunaan baterai yang sudah ada dan energinya yang terbatas, maka perlu 

adanya strategi pemakaian energi secara optimal dan efisien, hal ini menjadikan pentingnya 

optimasi energi.  

Optimasi energi pada mobil listrik meliputi seberapa optimal konsumsi energi untuk 

menghasilkan tenaga gerak, seberapa efisien energi recovery yang dihasilkan untuk digunakan 

mengisi baterai dan seberapa jauh jarak tempuh kendaraan dengan energi yang tersedia. Faktanya 

bahwa kendaraan lebih banyak melakukan pergerakan yang membutuhkan tenaga penggerak, 

sehingga optimasi konsumsi energi paling penting dalam strategi optimasi energi. 

Konsumsi energi adalah besar daya yang digunakan dalam periode waktu tertentu (𝐸 = 𝑃. 𝑡). 

Dengan asumsi untuk konsumsi energi dalam waktu yang sama (∆𝑡 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡), akan 

mendapatkan pemakaian daya minimum (𝑃 =↓↓) jika diinginkan konsumsi energi minimum (𝐸 =

↓↓). Seberapa kecilkah pemakaian daya yang diinginkan agar tercapai kondisi konsumsi energi 

yang optimal. Hal ini dapat dianalisa dari beberapa bentuk daya, sehingga didapatkan variable-

variable yang harus diperhitungkan, antara lain arus, dan kecepatan. 

Beberapa penelitian-penelitian yang telah dilakukan untuk optimasi energi, diantaranya; 

Sabooshi, dkk, 2009, dan Xinxai, dkk, 2015, mendesain strategi optimal berkendara (eco-driving)  
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dengan kendali optimal kecepatan kendaraan [2], [3]. Abdelkader dkk, 2009, mengembangkan 

metoda untuk mencari strategi kendali dan menghitung konsumsi energi minimal dengan teknik 

pengendalian arus baterai [4]. Qin Yan dkk, 2014, memodelkan algoritma optimasi konsumsi 

energi dengan menentukan profile kecepatan kendaraan [5]. Dongbin, dkk, 2014, mendesain 

strategi kendali optimal hemat energi dengan pengendalian kecepatan motor PMSM [6]. Patrick, 

dkk, 2015, dan Xiaohai, dkk, 2014, mendesain strategi hemat energi berkendara dengan 

implementasi advanced driver assistance system (ADAS). ADAS menggambarkan persepsi 

percepatan dari perilaku pengemudi berupa visual dan sistem sensor [7], [8]. Schwickart, dkk, 

2015, mendesain model optimisasi yang mencakup model perpindahan kendaraan dalam bentuk 

energi kinetic. 

Terdapat dua permasalahan pokok dalam merancang konsumsi energi optimal, yaitu optimal 

energi berdasarkan profile kecepatan dan optimal energi berdasarkan pengendalian kecepatan 

atau arus. Dalam makalah ini dibahas optimal energi berdasarkan pengendalian kecepatan 

sehingga diperlukan kendali optimal kecepatan untuk konsumsi energi yang minimum.  

Dalam makalah ini akan dipaparkan dinamika sistem mobil listrik sederhana pada bagian 2, 

menggambarkan model sistem mobil listrik untuk sistem linier pada bagian 3, merancang indeks 

kinerja dan hukum kendali optimal pada bagian 4, dan kesimpulan pada bagian 5. 

 

 

2. Dinamika Sistem Mobil Listrik 

Dinamika sistem mobil listrik membahas tentang persamaan matematis sistem mobil listrik 

untuk memahami sifat dan karakteristik dinamika sistem dalam rangka peningkatan performa 

sistem. Sistem mobil listrik didefinisikan sebagai kombinasi dari beberapa komponen yang 

dimiliki mobil listrik yang saling keterkaitan dan mendukung suatu fungsi tertentu. Komponen-

komponen sistem mobil listrik seperti yang dapat dilihat pada Gambar 1, terdiri dari baterai, 

converter daya, motor listrik, transmisi dan roda [9], [10], [11], [12]. 
 

 
 
 
 
 
 

Gambar 1. Dinamika Sistem Mobil Listrik 

Untuk menggambarkan karakteristik sistem mobil listrik yang sederhana, dinamika sistem 

mobil listrik terdiri dari dinamika kendaraan longitudinal dan dinamika motor listrik. 
 

2.1. Dinamika Kendaraan Longitudinal 

Dari semua pergerakan yang dimilikinya, kendaraan lebih sering melakukan pergerakan 

longitudinal dalam melakukan manuvers-nya, maka dari itu gerak kendaraan longitudinal 

memiliki konsumsi energi paling banyak. Makalah ini khusus membahas optimasi energi saat 

kendaraan melakukan gerak longitudinal. Gerak longitudinal kendaraan adalah kemampuan 

kendaraan bergerak melaju kearah depan (maju). Ketika kendaraan bergerak longitudinal, 

terdapat gaya-gaya yang bekerja pada kendaraan, antara lain gaya traksi (Ft), gaya resistansi (Frt) 

dan gaya akselerasi (Fa) seperti yang dapat dilihat pada Gambar 2 [13], [14]. 

Gaya traksi adalah gaya dorong (gaya penggerak) kendaraan sehingga kendaraan dapat 

bergerak. Kinerja gaya traksi kendaraan dapat dijelaskan dari pemindah daya (powertrain) seperti 

terlihat pada Gambar 1. Dapat dijelaskan bahwa torka motor mekanik merupakan tenaga 

penggerak yang mengalir melalui powertrain sampai ke porors roda. Torka yang bekerja pada 

roda kendaraan adalah sebanding perkalian torka motor terhadap perbandingan transmisi (𝜂𝑡𝑛𝑡) 

dengan gearbox (𝜂𝑔𝑛𝑔), dapat dituliskan sebagai berikut : [13], [15]. 
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  𝑇𝑤(𝑡) = 𝜂𝑡𝑛𝑡𝜂𝑔𝑛𝑔𝑇𝑚(𝑡)  (1) 
 

Untuk kecepatan roda kendaraan dapat dituliskan: 

 

  𝜔𝑤(𝑡) =
1

𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏
𝜔𝑚(𝑡) (2) 

 

Gaya traksi sebanding torka roda (Tw) terhadap radius roda(rw); 

 

  𝐹𝑡(𝑡) =
𝑇𝑤(𝑡)

𝑟𝑤
          (3) 

 

Persamaan kecepatan kendaraan; 

 

  𝑣𝑣(𝑡) = 𝑟𝑤𝜔𝑤(𝑡)    (4) 

 

Gaya resistance kendaraan merupakan total dari aerodynamics drag forces (Fd), grading 

resistance (Fg) dan rolling resistance (Rx), dapat dituliskan sebagai berikut; 

 

 𝐹𝑟𝑡(𝑡) = 𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑔 𝑐𝑜𝑠 𝜃 + 1
2⁄ 𝜌𝐶𝑑𝐴𝑓(𝑣𝑣(𝑡))2 + 𝑚𝑣𝑔 𝑠𝑖𝑛 𝜃   (5) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Gambar 2. Dinamika Kendaraan Longitudinal 

 
Gaya akselerasi merupakan gaya traksi (Ft) dikurangi total gaya resistansi kendaraan (Frt), 

berdasarkan hukum kedua Newton dapat dituliskan sebagai berikut; [16], [14]. 

 

 𝛿𝑚𝑣𝑎𝑣(𝑡) = ∑ 𝐹𝑡(𝑡) − ∑ 𝐹𝑟𝑡 (𝑡)                      (6) 
 

Dengan m adalah mass kendaraan, av adalah percepatan kendaraan longitudinal (𝑎𝑣(𝑡) =
𝑑𝑣𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
) dan (t) adalah faktor mass inertia (𝛿(𝑡) = 1 +

𝐽𝑤

𝑚𝑣𝑟𝑤
2 +

𝐽𝑚𝑛𝑔
2(𝑡)

𝑚𝑣𝑟𝑤
2 ), dengan Jw = inersia roda, 

Jm = inersia motor listrik dan ng = gear ratio. Substitusikan pers (3) dan pers (5) ke pers (6), 

persamaan menjadi : 

 

𝛿𝑚𝑣
𝑑𝑣𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑇𝑤(𝑡)

1

𝑟𝑤
−  (𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑔 cos 𝜃 + 1

2⁄ 𝜌𝐶𝑑𝐴𝑓(𝑣𝑣(𝑡))2 + 𝑚𝑣𝑔 sin 𝜃)  (7) 

 
2.2. Dinamika Motor Listrik 

Motor listrik merupakan sebuah perangkat elektromagnetik yang mengubah energi listrik 

menjadi energi mekanik. Motor listrik dengan konsumsi energi yang rendah dan efisiensi lebih 
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tinggi adalah motor listrik BLDC, sehingga cocok untuk digunakan pada mobil listrik khususnya 

mobil listrik nasional (Molina) ITB. 

Motor listrik BLDC memiliki tiga kumparan stator dan magnen permanen pada rotor, seperti 

yang dapat dilihat pada Gambar 3. Motor listrik BLDC menggunakan sumber tegangan DC 

sebagai sumber energi utamanya. Motor dideskripsikan memiliki tegangan tiga fasa. Tujuan dari 

pemberian tegangan tiga fasa pada stator adalah menciptakan medan magnet putar stator untuk 

menarik magnet rotor [17], [18]. 

Dengan asumsi arus induksi pada rotor dan harmonic medan magnet pada stator diabaikan, 

juga iron losses dan stray losses pada motor diabaikan, serta flux linkage per fasa sebanding 

dengan 1/, hal ini berarti tidak ada perubahan flux linkages pada setiap fasanya sehingga setiap 

tegangan fasa simetrik (sama) dan tidak ada perubahan posisi rotor. Dengan hal tersebut kinerja 

motor listrik BLDC seperti halnya motor DC, namun motor listrik BLDC memiliki tiga kutub 

yang dapat dipakai bergiliran dengan tegangan line-to-line [19], [20]. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3. Rangkaian motor listrik BLDC 

 

Persamaannya dapat dituliskan sebagai berikut ;  

𝑉𝑎𝑏(𝑡) = 𝑅𝑠𝑖𝑎(𝑡) + 𝐿 − 𝑀
𝑑𝑖𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑀 − 𝐿

𝑑𝑖𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑒𝑎𝑏(𝑡) 

𝑉𝑏𝑐(𝑡) = 𝑅𝑠𝑖𝑏(𝑡) + 𝐿 − 𝑀
𝑑𝑖𝑏(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑀 − 𝐿

𝑑𝑖𝑐(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑒𝑏𝑐(𝑡) 

𝑉𝑐𝑎(𝑡) = 𝑅𝑠𝑖𝑐(𝑡) + 𝑀 − 𝐿
𝑑𝑖𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐿 − 𝑀

𝑑𝑖𝑐(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑒𝑐𝑎(𝑡) 

 

Analisa motor listrik dari aspek kelistrikan,  [21] 

Tegangan motor dengan back emf (𝑒𝑚(𝑡) = 𝑘𝑒 𝜔𝑚(𝑡)) persamaan dapat dituliskan sebagai 

berikut 

 𝑉𝑚(𝑡) = 𝑅𝑚𝑖𝑚(𝑡) + 𝐿𝑚
𝑑𝑖𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑒 𝜔𝑚(𝑡)                                                              (8) 

Torka developed electric motor: 

 

  𝑇𝑑𝑒𝑣(𝑡) = 𝑘𝑡𝑖𝑚(𝑡)  (9) 
 

Analisa motor listrik dari aspek mekanik, [22] 

Torka motor mekanik  

 

  𝑇𝑚(𝑡) = 𝐽𝑚
𝑑𝜔𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑏𝑚𝜔𝑚(𝑡)  (10) 

 

Dengan Jm adalah momen inersia, bm adalah koefisien damping [Nms], dan torka motor 

merupakan torka develop motor listrik dikurangi dengan torka beban (TL), persamaan dapat 

dituliskan sebagai berikut ; 

 

 𝑇𝑚(𝑡) = 𝑇𝑑𝑒𝑣(𝑡) − 𝑇𝐿(𝑡)                                                                                         (11) 
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3. Pemodelan Sistem Mobil Listrik 

Pemodelan sistem mobil listrik bertujuan untuk mengembangkan sebuah representasi 

konseptual sistem nyata dari mobil listrik dalam bentuk model dan persamaan matematik. Model 

matematik kemudian harus diuji untuk melihat sejauh mana model itu dapat digunakan untuk 

menjawab pertanyaan yang mungkin timbul berkaitan dengan sistem yang digambarkan. Tujuan 

akhir dari pemodelan sistem mobil listrik adalah menentukan variable input, variabel keadaan, 

variable kendali dan persamaan keadaannya dengan variable output yang diinginkan berupa 

kecepatan motor. Gambar 4 menjelaskan blok diagram model sistem mobil listrik dalam 

persamaan matematik. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

         Gambar 4. Blok Diagram Model Sistem Mobil Listrik 

 

Berikut langkah-langkah pemodelan sistem mobil listrik berawal dari gaya longitudinal 

kendaraan yang digambarkan oleh pers (7). Pada makalah ini perancangan model system yang 

linier atau model listrik yang paling sederhana, dengan asumsi drag aerodynamic force diabaikan, 

dan substitusi pers (4) ke pers (7), selanjutnya didapatkan persamaan torka roda kendaraan 

sebagai berikut; 

𝑇𝑤(𝑡) = 𝛿𝑚𝑣𝑟𝑤
2  

𝑑𝜔𝑤(𝑡)

𝑑𝑡
+  𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 cos 𝜃 + 𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 sin 𝜃  (12) 

 

Substitusikan pers (1) dan pers (2) ke pers (12), persamaan untuk torka motor dapat dituliskan; 

 

𝑇𝑚(𝑡)  =
1

𝜂𝑡𝑛𝑡𝜂𝑔𝑛𝑔
(𝛿𝑚𝑣𝑟𝑤

2 1

𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏

𝑑𝜔𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
+  𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 cos 𝜃 + 𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 sin 𝜃)     (13) 

 

Dalam keadaan steady state 𝑇𝑚(𝑡) = 𝑇𝑑𝑒𝑣(𝑡), maka pers (11) dapat dituliskan 𝑇𝑚(𝑡) =
−𝑇𝐿(𝑡), dengan torka load (𝑇𝐿(𝑡)) adalah torka load motor (𝑇𝐿(𝑡) = 𝑏𝑚𝜔𝑚(𝑡)). Dengan asumsi 

𝐽𝑡𝑜𝑡 = 𝛿𝑚𝑣𝑟𝑤
2dan 𝑏𝑡𝑜𝑡 = 𝜂𝑡𝑛𝑡

2𝜂𝑔𝑛𝑔
2𝑏𝑚, didapat persamaan seperti berikut; 

Fg  Fd  

1

𝑠𝐽𝑡𝑜𝑡 + 𝑏𝑡𝑜𝑡
 

kt 

1

𝑠𝑀𝑚 + 𝑅𝑚
 

Im 

Vm 

Tw 

Tdev=Tm 

TL  
w 

+ 
- 

𝑚𝑣𝑔 sin 𝜃 

 𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑔 cos 𝜃 

 
1

2⁄ 𝜌𝐶𝑑𝐴𝑓 

 

ke 

𝜂𝑡𝑛𝑡𝜂𝑔𝑛𝑔 

1

𝑛𝑡𝑛𝑔
 

+
+ 

+ 

m 

(.)2 

FRx  

- 

+

rw 

Frt  

Kc 
uc 
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𝑑𝜔𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑏𝑡𝑜𝑡

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝜔𝑚(𝑡) −

1

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 cos 𝜃 −

1

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 sin 𝜃            (14) 

 

Dapat dituliskan kembali pers (8), seperti persamaan berikut : 

 

 
𝑑𝑖𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑘𝑒

𝐿𝑚
 𝜔𝑚(𝑡) −

𝑅𝑚

𝐿𝑚
𝑖𝑚(𝑡) +

1

𝐿𝑚
𝑉𝑚(𝑡)                                                               (15) 

 

Dari pemodelen sistem tersebut, dapat digambarkan model sederhana dari mobil listrik 

seperti yang dapat dilihat pada Gambar 3. Dari model sistem ini dapat ditentukan variabel state 

dengan 𝑥1 = 𝜔𝑚(𝑡), 𝑥2 = 𝑖𝑚(𝑡), �̇�1 =
𝑑𝜔𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
 dan �̇�2 =

𝑑𝑖𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
. Variable output berupa 𝑦 =

𝜔𝑚 = 𝑥1, serta control variable samadengan 𝑢𝑐 = 𝑉𝑚. 

Dari model sistem juga didapat bentuk state space yang merupakan sistem linier dengan 

persamaan dituliskan sebagai berikut:  

 

                                                �̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢𝑐 + 𝑑𝐿                                                               (16) 

Dengan : 

�̇�1 = −
𝑏𝑡𝑜𝑡

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑥1 

�̇�2 = −
𝑘𝑒

𝐿𝑚
𝑥1 −

𝑅1

𝐿𝑚
𝑥2 +

1

𝐿𝑚
𝑢𝑐 

𝑑𝐿 = −
1

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 cos 𝜃 −

1

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 sin 𝜃 

 

 

4. Desain Kendali Optimal 

Keberadaan controller dalam sebuah sistem kendali mempunyai kontribusi yang besar 

terhadap perilaku sistem. Pada prinsipnya karakteristik sistem harus diterima sebagaimana 

adanya, sehingga perubahan perilaku sistem hanya dapat dilakukan melalui penambahan suatu 

subsistem yaitu controller. Masalah umum dalam sistem kendali adalah pencapaian spesifikasi 

performansi dan kecepatan respon tersebut dicapai.  

Metode kendali optimal adalah suatu konsep optimasi sistem kendali yang memperhitungkan 

pemilihan indeks kinerja serta desain kendali optimal dalam batas-batas kendala (constraint) fisik. 

Indeks kinerja didefinisikan sebagai suatu fungsi yang nilainya menunjukan seberapa baik 

performansi sistem yang sebenarnya mendekati performansi yang diinginkan. Metode kendali 

optimal dapat juga dikatakan suatu metode kendali yang pencarian solusinya didasarkan pada 

usaha untuk meminimumkan atau memaksimalkan suatu fungsi indeks kinerja dengan memilih 

vector kendali dan masih memenuhi constraint. 

Dalam kasus mobil listrik, desain kendali optimal bertujuan untuk meminimalkan konsumsi 

energi, dengan energi yang tersimpan dalam baterai dimasukkan dalam constraint. Setiap problem 

optimasi memiliki dua bagian penting, yaitu indeks kinerja (index performance) dan batas kendala 

(constraints). Berdasarkan pada model sistem yang telah dirancang, indeks kinerja dapat 

dirumuskan dengan beberapa alternative pilihan sebagai berikut, dengan mengacu pada indeks 

kinerja konsumsi energy yang umum digunakan adalah : 

 

                                 𝐸𝑐 = ∫ 𝑃
𝑡𝑓

𝑡0
𝑑𝑡                                                                                       (17) 
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 Alternative 1 

Asumsi daya sebanding dengan tegangan beban kuadrat dibagi resistansi beban (𝑃 =

𝑉𝑚
2

𝑅𝑚
⁄ ), diketahui bahwa 𝑉𝑚 = 𝑢𝑐𝑘𝑐, sehingga persamaan daya didapat 𝑃 = 𝑢𝑐

2 𝑘𝑐
2

𝑅𝑚
 dan 

indeks kinerja dapat dirumuskan sebagai berikut; 

 

                              𝐸𝑐 = ∫ 𝑢𝑐
2𝑡𝑓

𝑡0
𝑑𝑡                                                                                      (18) 

 

 Alternative 2 

Asumsi bahwa persamaan energi sama dengan persamaan linear quadratic regulator (LQR). 

Jika menggunakan LQR untuk alternative 1 sebanding dengan bobot matrik Q dan R sama 

dengan nol. Pada alternative 2 ini bobot matrik Q dan R diperhitungkan, sehingga indeks 

kinerja dapat dituliskan sebagai berikut; 

 

                               𝐸𝑐 = ∫ 𝑥𝑇𝑄𝑥
𝑡𝑓

𝑡0
+ 𝑢𝑐

𝑇𝑅𝑢𝑐𝑑𝑡                                                                (19) 

 

 Alternative 3 

Asumsi daya sebanding dengan tegangan dikalikan arus (𝑃 = 𝑉𝑚𝐼𝑚), dengan 𝑉𝑚 = 𝑢𝑐𝑘𝑐 

persamaan daya menjadi 𝑃 = 𝑢𝑐𝐼𝑚𝑘𝑐 atau dapat dituliskan 𝑃 = 𝑢𝑐𝑥2𝑘𝑐, sehingga indeks 

kinerja dapat dituliskan sebagai berikut; 

 

                                        𝐸𝑐 = ∫ 𝑢𝑐𝑥2
𝑡𝑓

𝑡0
𝑑𝑡                                                                           (20) 

 

Penentuan constraint dapat diklasifikasikan dalam tiga kelompok, antara lain: 

 Saturation constraint 

Arus motor : 𝐼𝑚,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐼𝑏(𝑡) ≤ 𝐼𝑚,𝑚𝑎𝑥 

Kecepatan motor : 0 ≤ 𝜔𝑚(𝑡) ≤ 𝜔𝑚,𝑚𝑎𝑥 

Torka motor : 𝑇𝑚,𝑚𝑖𝑛(𝑡) ≤ 𝑇𝑚(𝑡) ≤ 𝑇𝑚,𝑚𝑎𝑥(𝑡) 

Vector kendali : −𝑢𝑐,𝑚(𝑡) ≤ 𝑢𝑐(𝑡) ≤ +𝑢𝑐,𝑚(𝑡) 

 

 Equality constraint 

 
𝑑𝜔𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑏𝑡𝑜𝑡

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝜔𝑚(𝑡) −

1

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏𝐶𝑅𝑥𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 cos 𝜃 −

1

𝐽𝑡𝑜𝑡
𝑛𝑡𝑛𝑔𝑏𝑚𝑣𝑟𝑤𝑔 sin 𝜃  (21) 

 
𝑑𝑖𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝑘𝑒

𝐿𝑚
 𝜔𝑚(𝑡) −

𝑅𝑚

𝐿𝑚
𝑖𝑚(𝑡) +

1

𝐿𝑚
𝑉𝑚(𝑡)                                                             (22) 

 

 Inequality constraint 

𝐸𝑐 < 𝐸𝑏  

𝐸𝑏 = 𝑄𝑛𝑉𝑏 = 95% , artinya bahwa Eb merupakan energi yang tersimpan dalam baterai, dan 

hanya boleh digunakan 95% dari energi maksimum yang tersimpan dalam baterai. 

Untuk keperluan perancangan hukum kendali optimal, dalam makalah ini menetapkan 

persamaan indeks kinerja untuk alternative 1 sebagai salah satu studi kasus. Dalam perancangan 

hukum kendali optimal dengan bentuk indeks kinerja tersebut terdapat beberapa metoda 

penyelesaian hukum kendali optimal, dalam makalah ini dipilih metoda kendali optimal calculus 

of variations. Dengan initial condition pada x(0) dan final condition x(T), indeks kinerja 

dituliskan kembali menjadi  

 𝐸𝑐 = ∫ 𝑢𝑐
2𝑇

0
𝑑𝑡 (23) 

State space : �̇� = 𝑆𝑐 + 𝐵𝑢𝑐 

Dengan 𝑐1 = 𝑐, 𝑐2 = �̇�, �̇�1 = 𝑐2 dan �̇�2 = 𝑢𝑐 
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𝑐 = [
𝑐1

𝑐2
], �̇� = [

�̇�1

�̇�2
], 𝑆 = [

0 1
0 0

], 𝐵 = [
0 0
0 1

] dan 𝑢𝑐 = [
0
1

] 

 

Fungsi Halmiltonian dapat dituliskan : 

 𝐻 = 𝑠1𝑐2 + 𝑠2𝑢𝑐 − 𝑢𝑐
2 (24) 

 

Menentukan nilai s1, s2 dan c2 : 

�̇�1 = −
𝜕𝐻

𝜕𝑐1
= 0 dan  �̇�2 = −

𝜕𝐻

𝜕𝑐2
= −𝑠1 

�̇�1 =
𝜕𝐻

𝜕𝑠1
= 𝑐2 dan �̇�2 =

𝜕𝐻

𝜕𝑠2
= 𝑢𝑐 

 

Didapat nilai : 𝑠1 = 𝐾1 dan 𝑠2 = 𝐾2 − 𝑠1𝑡 = 𝐾2 − 𝐾1𝑡 
 

Karena 𝑠1𝑐2 tidak tergantung dari input 𝑢𝑐, maka persamaan Hamiltonian focus pada  
 

 𝑚𝑎𝑥
𝑢𝑐

𝐻[𝑠2𝑢𝑐 − 𝑢𝑐
2] (25) 

 

Menentukan nilai optimal 𝑢𝑐
∗ sebagai berikut  

 
𝜕

𝜕𝑢
[𝑠2𝑢𝑐 − 𝑢𝑐

2] = 0 (26) 

 

Dengan 𝑠2 − 2𝑢𝑐
∗ = 0, dan nilai optimal didapat 𝑢𝑐

∗ =
𝑠2

2
 

Jika |𝑠2| < 2, maka 𝑢𝑐
∗ =

𝑠2

2
, saat |𝑠2| ≥ 2, maka 𝑢𝑐

∗ = 𝑠𝑖𝑔𝑛 [𝑠2]. 

 

Hasil dari nilai maksimum fungsi Hamiltonian, didapat : 
 

𝑢𝑐
∗ =

𝐾2

2
−

𝐾1

2
𝑡 untuk |𝑠2| < 2 

𝑢𝑐
∗ = 𝑠𝑖𝑔𝑛 [𝑠2] = 𝑠𝑖𝑔𝑛 [𝐾2 − 𝐾1𝑡] untuk |𝑠2| ≥ 2 

 

Dalam implementasinya, controller pada mobil listrik dapat digambarkan dalam blok 

diagram seperti yang dapat dilihat pada Gambar 5. Pada blok diagram tersebut sistem 

ditambahkan subsistem controller sehingga sistem menjadi lup tertutup. Setealah mendapatkan 

desain kendali optimal untuk selanjutnya dapat dilakukan simulasi dan pengujian terhadap 

kondisi lingkungan, seperti saat manuver kendaraan pada kondisi jalan menurun atau menanjak 

dan lain sebagainya. 

 
 

 

 

 

 
Gambar 5. Blok Diagram Model Sistem Mobil Listrik Lup Tertutup 

 

5. Kesimpulan  

Dengan merancang sejumlah alternative indeks kinerja dan metoda kendali optimal 

kecepatan motor yang meminimalkan konsumsi energi tanpa menggunakan dinamika baterai akan 

didapatkan metoda kendali optimal yang masih menjamin kestabilan system juga pencapaian 

spesifikasi performansi dan kecepatan respon tersebut dicapai. Model sistem kendaraan bersifat 

linier sehingga dalam pemilihan kendali dapat berupa kendali linier, serta dalam permodelan 

system dan perancangan indeks kinerja dan metoda hukum kendali masih sederhana. Selanjutnya 

dapat dikembangkan model system yang nonlinier dengan pilihan variable-variabel yang tepat 

Controller 
Sistem 

Mobil 

Listrik 

m,ref m 
+ 

- 

uc 
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dapat ditemukan dan diperhitungkan dalam formulasi matematika, menjadikan model sistem 

semakin komplek begitupun untuk perancangan indeks kinerja dan metoda hokum kendalinya 

lebih sulit. 
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